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4. L'OPERATEUR BU
DEFINITION 4.1. Soient U E CIlI n <'C et t E n'bu. On note JfY l'ensemble
{u E <'C(D): u s.c.i. dans D, huu<.t, u<(Xl dans D} et BY la fonction
sup {u: u E JfY}.
LEMME 4.2. Soient U E Ol/ n <'C et t E jpu.
1. BY est une fonction convexe s.o.i, sur D, minorant t sur (jU.
2. BY = sup {u Ed: huu</}= sup {u Ed: luu <. BY}. En particulier,
on a BY = - oo ou BY> - oo dans D.
3. Si U Ed et j » huu, a.lors THy.u=co (T1,'bu) et BY est 180 plus grande
fonction convexe s.c.i, sur D, minorant t sur (jU.
4. t 1-+ BY est une application monotone, positivement homogene et
suradditive de nll u dans rc(D).
5. uEd ~Bf+,,=BY+u.
1, 2: D'apres Ie lemme 2.8.1 on a U= -(Xl dans D pour toute fonction
u E JfY ou il existe une fonction u> - oo dans JfY. On a dono BY = - oo
ou BY> -(Xl et BY = sup {u Ed: l uu< BY} (Ekeland et Tema.m [1976],
p. 14). L'egalite des deux sup est immediate.
3: D'apres Ie lemme 2.1 on a THy.u:::> co (Tf.'bu). Reciproquement,
l'ensemble 0 = co (T,.'bu) est l'epigraphe d'une fonction v E BU, puisque
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(x, A) E C, p,>A => (x, p,) E C. Comme 180 fonction vest convexe, s.c.i. et
majore Hf', on a v> -00 et
v= sup {uEd: l'uu<v}< sup {uEd: 1uu</}=0f.
On en deduit v=oY et C:) THf'.u. Enfin, si v E <'t'(U) est s.c.i. et minore 1
sur bU, on a v= sup {h Ed: h<v}< sup {h Ed: huh<f}=Of'.
4: On a huu<1 ~ hUAU<AI et huu<l, huv<g => hu(u+v)<I+g
quels que soient I, 9 E all U, U, v E d et A> 0.
5: O,+u= sup {v Ed: v<l+u}= sup {v+u: v Ed, v<f}-
=u+ sup {v E d: v<f}=u+of. 0
EXEMPLE 4.3. Soient U={(X,y)E'82:X>0,y>0} et I(x,y)=oo si
y=O, x>O, I(x, y)= -00 si x=O, y>O. On a Of' = -00, dono
THf'.U= U x'8# {O} x [0, 00) x'8=co (T,.llu).
De meme, 180 fonction v definie par Tv.u=Tf.llU est convexe s.o.i. sur U
et minore 1 sur bU, tandis que v ~ of'.
LEMME 4.4. Soit U E Cft {'\ <'t'. Les relations suivantes sont equivalentee:
1. U est epaule (def. 1.2.).
2. 1<00, 1 concave dans U =>Hf' <I.
-llU u3. 1E'8 ,I< U Ed=> Of <; U.
4. of=o.
1 => 2: On peutsupposer U #0etOf' > -00, done -oo<of' -/E<'t'(U)
et
sup (Of' - I)(x) = sup (Oy - I)(x) <°
"'eif ",ellU
(lemme 1.3.7).
4 => 1: Si U =E ou si U est un demi-espace, on a of- 00 dans U. 0
THEOREME 4.5. Soit U EfJ6e et soit 1E i\1lU.
1. 1<U Ed=> Hf' est continue.
2. 1 1- of' est une application continue de l'ensemble des fonctions
1 E'8ll U, majorees et minorees dans d, dans <'t'1(U) ('\ ~c(U), par
rapport aux topologies de 180 convergence uniforme.
3. V E Cft ('\ e, 9 E allY, U C V, u=O: <00 =>u=H~ dans U.
4. x E aU, Hf' bornee dans un voisinage de x=>
lim sup Hf'(y)< lim sup OY(y).
Uell-+'" llUell-+'"
1: Cela resulte du lemme 4.4.3 et du corollaire 2.5.
2: Ig-/l<e =>O~>O~-,+Hf'>Of'-e.
3: D'apres le lemme 4.2.1 on a u=H~ dans bU et u<O~ dans U.
Posons u= Iu sup (u, B~)+ 1y/uu. Comme U est epauIe, on a u<oo dans
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V. Puisque 11 est s.c.i. dans V, il suffit a prouver que 11 soit convexe dans
V. Soit L une droite telle que L n U *" 0. D'apres Ie lemme 2.8, 10.
restriction aL n Vde 11 est s.c .s. en tout point z ¢ (jU. Soit x E V n L n (jU ;
comme U est epauIe, H~ est majore dans un voisinage de x dans L n D,
par une fonction affine p telle que p(x) = u(x). Par consequent, 11 est s.c.s.
dans L n Vet convexe dans V (prop. 2.9). Enfin, 11 est convexe dans V
parce que T;.v=T;, y (lemme 2.1.2-3).
4: On se ramene au cas x = O. Soit
lim sup HJ'(y)<<xE'l\.
1)U.y_z
II existe un voisinage V E <PI(O) nrc et ME It tels que HJ' <oM dans
V n D et sup HF <<X dans (jU n V. On a done HJ'(y)«I-(l /n)) <X+
+ (1/n)M .;;; <X pour tout y E (l In) V tel que (0, ny) C U et tout n assez
grand. Enfin, soit y E (l In) V de sorte que by E (jU pour un nombre
bE (l, n]. On a by E V n (jU done Hf(y) ,<X. 0
THEOREME 4.6. Soient U E <PI n ri, (f,: (jU - n)'d une famille filtrante
a gauche de fonctions numeriques et io E 1 tels que H~40 soit < 00 et
continue dans U. Si 1= inf I" alors HJ' = inf, H~, dans Det HF = inf, H~.
dans U.
Posons U= inf, H~, . D 'apres le lemme 2.1.5 on a U E oFf. D'autre part,
en vertu du lemme 4.2, on a Hf <; u, donc Hf =u. D 'apres le lemme 2.8
et le corollaire 2.5 on a u = - 00 ou u finie continue dans U. 0
Ce resultat n 'est pas toujours valable pour une famille filtrante a droite,
comme Ie montre:
EXEMPLE 4.7. Designons par P n 10. projection orthogonale sur Ie sous-
espaoe de 12 engendre par eo, ..., en (exemple 3.10) , par u 10. fonction
convexe x 1-lIxll et par Un 10. fonction convexe x 1-llPn(x)lI. L'ensemble
de oes fonctions est equicontinu en tout point de 12 (cor. 2.5) . Soit U
10. boule de centre 0 et de rayon r, On verifie aisement les relations H~=r,
Un = Hr;.,., Un t u et Hr;.,. -f~ H~. Cependant:
PROPOSITION 4.8. Supposons que E soit de dimension finie. Soient
BE <PI n rc borne, (f",) C ijllB une famille filtrante a droite de fonctions
s.o.i, et 1= sup I",. Alors Hf= sup",Ht·
En effet, soit y E Jj et soit p E dune minorante de I dans (jB. II suffit a
prouver 10. relation sup",Ht(y) ;;;. p(y) (lemme 4.2.2). Soit e» 0; comme (jB
est compact, il existe un indice <X tel que j",>p-e dans (jB (Dini) , dono
Ht(y) >p(y) - e. 0
PROPOSITION 4.9. Soient U E <PI nrc, x E U et U E i\u. Pour tout pEE'
et e>O on pose Kp••={YE(jU: (u-p)(y) < (u-p)(x) + e}.
1. Supposons que u soit convexe s.c.i. dans D et < 00 dans U. Alors:
(Ve>03p E E' x E co (Kp , . )) => u(x)=H~(x).
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2. Supposons que U soit borne. Alors:
u(x) =H~(x) E'6 =? Ve> 0 Vp E COu,u(X) X E co (Kp , . ) .
3. Supposons que E soit de dimension n, que U soit borne et que u soit
s.o.i. dans c,U. Alors, si u(x)=H~(x) En et p E Wu,U(x), x est oombi-
naison convexe de n+ 1 points de Kp,o.
1: D'apres Ie lemme 2.8 on peut supposer u:» -00 dans D. Comme
u est la borne superieure de ses minorantes dans .91, on a H~ ;>u. Soient
1> Ed n J~, e>O et pEE' tels que x E co (Kp , . ) . Il existe n EN,
(Ath<t.;;n C:6+ et (Ytho;;to;;n C K p , .
tels que 2 At= 1;
.. ..
11>(x) - 2 Ai1>(Yt)! < e et Ip(x) - I Atp(Yt) I< e.
1 1
Par consequent,
1>(x)<;, 2 At1>(Yt)+e<;, 2 Atu(Yt)+e<;, 2.'.tp(Yt)+
+ 2e+u(x) -p(x) <;,u(x) +3e
et l'assertion resulte du lemme 4.2.1.
2: Sous ces conditions on a u(y»u(x)+p(y-x)+e pour tout y ¢Kp ,8'
dono K p ,. * 0. Si x ¢= co (Kp , . ) il existe c/> E d telle que 1>(x) >0, 1><0 dans
K p , 8 et 11>1 <;'8 dans c,U. La fonction 1p: y 1--+u(x)+p(y-x)+c/>(y) est une
minorante affine et continue de H~ telle que 1p(x) >u(x), ce qui est absurde.
3: Soit pEcou,u(x). La fonction y I--+U(Y)-u(x)-p(y-x) atteint sa
borne inferieure finie m;>O dans un point Yo E c,U. Comme y 1--+u(x)+
+p(y-x) +m est affine et continue et minore u sur c,U, on a u(x) +m<;,u(x),
m=O et K p,o*0. L'ensemble A=co (Kp,o) est compact (Eggleston [1958],
p. 22). Supposons x ¢= A. II existe qEd et C En tels que q(x) > 0 et
q(y) <;, C < 0 quel que soit YEA. Soient
b= inf {u(y)-u(x)-p(y-x): y E c,U n q-l<[O, oo»}
et d = sup {q(y): y E c,U}. On a 00;> b> 0 et d » O. La fonction affine et
continue
inf(b 1)
Y 1--+u(x)+p(y-x)+ d' q
minore u sur aU, ce qui est absurde. On a done x e A et, d'apres le
theoreme de Caratheodory, x est combinaison convexe de n+ 1 points
extremaux (non necessairernent distincts) de A, neoessairement contenus
dans Kp,o (Eggleston [1958], p. 35). D
REMARQUE 4.10. Soient UeOllnC(! et fE'ftW.
1. Designons par! la fonction huf+ 1C1)uoo. L'assertion 2 du Iemme 4.2
400
equivaut a. Bf=1**, 180 bipolaire de I (Ekeland et Temam [1976],
p. 18).
2. U est epaule ai et seulement si UTE et, pour toute fonction 1<00,
Bf' est la plus grande fonction convexe, <00 et s.o.i. sur D, minorant
I sur (}U.
5. LES PREFAISCEAUX Cf/, tff ET £ *
DaM ce paragraphe, ~ dbJigne une eous-base fixe de ~e.
DEFINITION 5.1. Soient U E Cf/ et u E nu.
1. On dit que u est ~-prehyperharmoniquedans U, notation U E Cf/( U),
si u est s.c.i. et > -00 dans U et si B Ef!J, B C U =-B~<U dans B.
2. On dit que u est ~-hypoharmoniquedans U, notation u E£*(U), si
u est s.c.s, et <00 dans U et si B E~, B C U =-u <;.H: dans B.
3. On dit que u est ~-preharmonique dans U, notation u E C(U), si
u E Cf/(U) n£*(U).
LEMME 5.2. Soit U E GIQ.
I. dC C(E).
2. tB'( U) est un cone pointe.
3. £*(U) est un cone convexe pointe, stable pour l'operation sup.
4. Cf/(U) est un cone pointe, stable pour l'operation info
5. ooECf/(U), -OOE£*(U).
6. UE~, IEBilU, -oo<u=Bf'<oo dans U=-UECf/(U).
7. U Ef!Je, I E'f\ilU, Bf' <00 et localemcnt majore =-Hf' E tB'(U) U {-oo}.
Cela resulte aisement des lemmes 4.2 et 4.4, le corollaire 2.5 et le
theoreme 4.5. 0
REMARQUE 5.3. En general, tff(U) ct t1I(U) ne sont pas des cones
convexes. En effet , soit dim (E) ;;.2 et supposons que t1I soit definie par
une norme 11·11. Soient P une projection continue non-banale et B la
boule unite dans E. Les fonctions u : x 1-+ IIPxl1 et v: 1I(I-P)(x)11 sont
~e-preharmoniques dans B. On a u+v ;;.m>O dans (}V, pour tout
V E Cf/ n ~tel que 0 E V, VCB, done O=(u+v)(O)<B:+,,(O) etu+v ¢= t1I(B).
II est clair que £*, t1I et C sont des prefaisceaux de fonctions. En
general ni %', ni tB' n'est un faisceau, comme Ie montre I'.
EXEMPLE 5.4. Soient
u: X= (xn ) 1-+ ~ !Xn lln+
la fonction convexe continue dans 12 de l'exemple 3.10, U Eflje borne,
x E U, x +Anen E (}U, X-l1-nen E (}U, An,l1-n>O. On a
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dono 1£ E tf(B) si Best la boule unite. D'autre part, on a
V ={x: u(x) < I} Ea.
et 1£(0)=0< 1=H~(l), done u ~ CW(12) si V Ea.
PROPOSITION 5.5. Supposons que les ensembles de a soient bomes et
que dim (E) < 00. Alors tf est Ie plus petit faisceau de fonctions continues,
contenant le prefaisoeau des fonctions .91.-preharmoniques.
Soit t6le faisoeau engendre par les fonctions ae-preharmoniques. Soient
U E CW, U E t6(U) et V Ea, V CU. Soit x E V; eomme u est continue,
il existe une sousgradiente p E wu,v(x). L'ensemble
K = {y E V: u(y) - p(y) = u(x) - p(x)}
est convexe et compact, et, d'apres le theorems de Minkowski, on aura
H:(x) =u(x) si la frontiers extremale ~.(K) de K est contenue dans bV.
Soit dono y E ~.(K) (\ V. I1 existe B E.91. tel que y E B C Be V et H==u
dans B. Comme p E wu,v(y), la proposition 4.9.3 entraine Ia contradiction
y E co (K (\ bB). Ceoi prouve t6 C tf. L'inclusion inverse est une conse-
quence du theoreme 4.5.3. 0
THEOREME 5.6. .lit'* est le faisoeau des fonctions looalement convexes,
continues et < 00.
En effet, toute fonction localement oonvexe, continue et < 00 est
.91-hypoharmonique (lemme 2.8.3). D'autre part, soient U E CW, u E.lIt'*(U)
et L une droite passant par U. D'apres le cor. 2.5 et le lemme 2.8.3 it
suffit a demontrer la oonvexite locale de u dans U (\ L. Comme
1£= infsup (1£, 11.),
nlZ
on peut supposer en outre u;:;.n E Z (5.2.3). Soit done [a, b] un intervalle
ferme, oontenu dans U (\ L. Soit 1Edune fonction affine telle que
I(a)=u(a), I(b)=u(b). 11 suffit a prouver Ia relation 1£<1 dans [a, b]. Soit
A I'ensemble non vide des points x E [a, b] tels que Ia fonction 1£-1 soit
maximale dans x. Comme A est ferme, il existe un point x E A tel que
la distance b-x soit minimale, L etant identifie a B. Supposons b'f'x.
En prenant (Hahn-Banach) V E.91 tel que x EVe V C U et (c, d) =
= V (\ L C (a, b) on obtient la contradiction
1£(x) - I(x) >H:-t(x);;;. u(x) - I(x).
On a dono b=x, bE A et 1£<1 dans [a, b]. o
Le prefaisceau.llt'* est done un faisoeau, independent de la base ohoisie.
COROLLAIRE 5.7. Scient U, V E CWo Alors
1. UECW(U), vE.lIt'*(U) ~U-VECW(U).
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2. Soient uev, VEJt'.(V) et UEJt'*(U) . Pour qu'on ait 1usup (u,v) +
+1v\UV EJt'.(U), il faut et il suffit que
lim sup u(y) <v(x), quel que soit x E V ('\ ?:JU.
U.Y-+Z
1: La fonction u-v est s.c.i. dans U. Soit B E f!J, E e u. On a v= -00
dans E, et alors oo=u-v:>H:-fI dans B, ou v> -00 dans E et alors
u:>H:=H:-fl+fI:>H:-fl +H::>H:- ..+v.
2: Prop. 2.9. 0
PROPOSITION 5.8. Soit U E <i'. Alors :
1. (U"')"'cl e Jt'.(U) filtrante a. gauche ~ inf, u'" EJt'.(U) .
2. (u",) e Jt'.(U), sup", U",<V EJt'.(U) ~ sup", u'" EJt'.(U).
Cela resulte du lemme 2.8 et du corollaire 2.5. o
Le theoreme 4.6 entraine les proprietes de convergence suivantes
(comparer l'axiome K B , Constantinescu et Cornea [1972], p. 9-10):
THEOREME 5.9. Soit U E <i'.
1. (U"')"'l e <i'(U), inf, U"' :>v E <i'(U) ~ inf", u'" E <i'(U).
2. (U"')"'l e tf(U) filtrante a. gauche, U connexe => in£. u.. E tf(U) ou
inf, U",= -00.
L'exemple 4.7 montre que cette propriete n'est pas toujours valable
pour les familles eroissantes. Cependant:
PROPOSITION 5.10. Supposons que les ensembles de f!J soient bornes
et que 180 dimension de E soit finie. Soit U E <i', alors
1. L'enveloppe superieure d'une famille, filtrante a droite et majoree
localement, de fonctions f!J-preharmoniques dans U est f!J-prehar-
monique dans U.
2. L'enveloppe superieure d'une famille filtrante a. droite de fonotions
f!J-prehyperharmoniques dans U est f!J-prehyperharmonique dans U.
2: En effet, soit (U"')"'l une telle famille. La fonction u= sup", u'" est
. - B B
S.C.1. et > -00. Pour tout BEf!J, Be U, on a u= sup",u",> sup",Hu",=H..
dans B (prop. 4.8).
1: Cela resulte de 2 et de 180 proposition 5.8.2 . 0
6. REGULARITE
f!J est une sous-base fixe de die.
LEMME 6.1. Si U E <i' ('\ ~ et X E ~U, alora les relations suivantes sont
equivalentes:
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1. Scient V E ~(x) et ~> 0; il existe alors une fonction p E d telle que
p(x»I-~, p<1 dans bU et p<O dans bU\V.
2. QueUe que soit la fonction 1E '6\)U, s.c.i. en x et minoree par une
fonction q e ss', on a Bf(x) = I(x).
3. QueUe que soit la fonction 1E '6\)U, continue et bornee, on a Bf(x) = I(x).
1 => 2: On peut supposer 1>0 et l(x»O (lemme 4.2.5). Soit d'abord
I(x)<oo et soit 0<e<2/(x). II existe VE~(O)n~ et pEd tels que
1>/(x)-le dans (x+V)nbU, p(x»I-lef(f(x)-!e), p<1 dans bU et
p<O dans bU\V. On a (f(x)-!e) pEoff et (f(x)-!e)p(x»/(x)-e.
Lorsque I(x) = 00, etant donne n E N, on choisit ~<! et V E ~(O) n ~
tel que I>n dans (x+ V) n bU. On a alors np E off et (np)(x»!n.
3 => 1: II est clair que bU contient plusieurs points et qu'on peut
supposer bU\V *0. Comme (E,~) est completement regulier, il existe
une fonction continue 1 telle que 0<1< 1, I(x) = 1 et 1= 0 dans CV. D'apres
le lemme 4.2.2, il existe une fonction pEd telle que p(x»I-~ et «<t
dans so. 0
LEMME 6.2. Soient U E 'PI n ~ et x E bU. Les relations suivantes sont
equivalentes:
1. Pour tout V E 'PI(x) il existe une fonction p Ed telle que p(x) = 1,
»< 1 dans so et p..;;;O dans OU\V.
2. Pour tout V E 'PI(x) il existe une fonction p Ed telle que p(x) = 1,
p< 1 dans su et p..;;;o dans U\ V.
1 => 2: Comme aU = {x} entraine dim (E) = 1, on peut supposer
aU 1. V E~ et V C W EP-Ihe• Choisissons p Ed et y* 0 tels que p(x) = 1,
p<1 dans bU, p<O dans bU\V, p(y)=p(O), et tels que l'intervaUe
(x+LII ) n V soit borne. Soit z EUn p-l«O, 00). On a z+Lt C U ou
(z+Lt) n bU *0. Dans le premier cas, on a x+Lt C bU (remarque 1.1),
done (bU\V) np-l(1)*0 ce qui est absurde. On en deduit l'existence
d'un point Zl E (z+Lt) n bU n V et d'un point Zz E (z+L±lI) n aU n V
et par suite Ia relation z E V. 0
DEFINITION 6.3. Soit U E 'PI n ~.
1. On dit que x E bU est un point regulier (resp. hyper regulier) s'il verifie
les conditions du lemme 6.1 (resp. du lemme 6.2).
2. On dit que U est prerl,gulier (resp. hyper prerl,gulier) si U est epaule
et si tout point x E bU est un point regulier (resp. hyper regulier),
On note P-Ip r l'ensemble des ensembles prereguliers.
LEMME 6.4. Soit U E 'PI n ~ et soit x E bU un point regulier, Alors
1. x est un point extremal de U.
2. Chaque filtre oF sur bU, convergeant vers x pour la topologie affaiblie,
converge vers z.
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3. Munissons aU de la topologie induite. Les traces des demi-espaces
ouverts contenant x forment un systeme fondamental de voisinages
de x.
4. x ¢ co (aU\ V) quel que soit V E O//(x).
5. Si U E!!Jhe, les enonces 2-4 sont valables pour U au lieu de ol),
I: Les relations x=ly+lz, y, z E U, Y =1= x, entrainent y, z E aU.
Choisissons V E O//(x) et p Ed tels que y, z ¢ V, p(x) > l et p » 0 dans
bU\V. On aurait l<lp(y)+lp(z).,;;O.
2-4: Chaque ensemble de la forme bU II V, V E O//(x), contient un
voisinage faible bU II {y:p(y»O} de x dans bU.
5: Soit dim (E) > 1. Comme tout point z E U\V, tel que p(z) > 0, serait
combinaison oonvexe de deux points z', z" E bUll {y: p(y) > O}, on a p.,;; 0
dans U\V. 0
Reciproquement, rappelons que U E all II rr est localement unitormement
convexe en x E bU si, quel que soit V E all(0), il existe WE all(0) tel que
l(x+y) + W C U pour tout y E U\(x+ V). Cette propriete entraine en
particulier que x est un point extremal de U. Et meme :
LEMME 6.5. Si U E all II rr est localement uniformement convexe en
x E bU, alors x est un point hyper regulier,
En effet, comme x est point extremal de U, il existe une fonction q E E'
et c s B tels que q(x)=c et UCq-l«C,oo». Soit V. E all(0). Choisissons
WE all(0) () rr tel que !(y+x)+ W C U pour tout y E U\(x+ V). Soient
iX> 0 et z E W tels que q(z)= - IX. On a alors U\ V C q-l«C + iX, (0». Sinon,
on aurait q(l(y+x) +z).,;; c - iX/2 < C pour un point y E U\ V, done !(y+x)+
+ W if. U, ce qui est absurde. La fonction affine p= -i/(iX)q+ I +C/iX verifie
p(x)=l, p.,;;l dans U et »<» dans U\V. 0
L'exemple d'un triangle dans 1P montre l'existence de points hyper
reguliers x E bU sans que U soit localement uniformement convexe en x.
THEOREME 6.6. Soient E un espace de Banach reflexif', U E all II rr
et x E bU. Les proprietes suivantes sont equivalentes:
1. x est un point regulier.
2. xi co (bU\ V), V parcourant un systeme fondamental de voisinages
de x.
3. x ¢ co (U\ V), V parcourant un systeme fondamental de voisinages
de x.
4. x est un point hyper regulier.
En vertn des lemmes 6.4 et 6.2 il sufflta prouver que 2 ~ 4. Supposons
done V E all(0) II rr borne et O=x i co (bU\ V). D'apres Ie theoreme de
separation, il existe qlEE' tel que bU\VCHt=ql\(l,=» et st () UII
II V =1= 0. Soit S2 un hyperplan d'appui de U en 0 et soit H un hyperplan
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ferme, separant strictement B2 et Bt r.tt r. V. Si H =q-1(C), c>O, qEE',
on a H2C q-1«(-00, C), n r. V n Ht C q-1«(C, 00) et °E H2, done H
et H 2 sont paralleles. Posons p = -lj(c)q+ 1. On a p(O)= 1 et p < 1 dans U.
Prouvonsenfin que q>c, doncp<O, dans bU\V. Or, etant donne z EbU\ v,
on a q1(Z) > 1 et par suite q1(Z1) = 1 pour un point Z1 E U () (0, z). Soit Z2
un point dans nr. V n q11(1). Si q11(1) et H sont paralleles, on a C<q(Z2) =
=Q(Z1) <q(z). Si ql1(1) et H ne sont pas paralleles, il existe un point
Z3 E H2 n ql1(1) et il existe un point Z4 E bU n (Z1, Z3). Comme q1(Z4) = 1,
on a Z4 E V et dono de nouveau C<q(Z4) <q(zt} <q(z). D
COROLLAIRE 6.7. Soit E un espaoe de Banach reflexif et soit B E~ n ~.
Les proprietes suivantes sont equivalentes:
1. Best preregulier.
2. Best strictement eonvexe et chaque filtre sur bB, convergeant faible-
ment vers x EbB, converge vers x.
3. Best strictement convexe et ehaque filtre sur E, convergeant faible-
ment vers x EbB, converge vers x.
4. B est hyper preregulier.
THEOREME 6.8. Soit E un espaee de Banach et supposons qu'il existe
un ensemble total K E %(a(E, E')). Alors E possede une base d'ouverts
hyper prereguliers.
En effet, d'apres Day [1973], p. 160, il existe une norme equivalente
dans E pour laquelle les boules sont localement uniformement eonvexes
(et meme lieses). D
En particulier, tout espaoe de Banach reflexif et tout espaoe de Banach
de type denombrable possede une base d'ouverts hyper prereguliers.
Cependant, on ne peut pas toujours ehoisir les boules comme base d'ouverts
prereguliers comme Ie montre l'.
EXEMPLE 6.9. Soit E l'espaoe vectoriel des fonctions continues
I: [0, 1]~ B muni de Ill. norme
11/11 = sup I/(x)l·
,.. )O,IJ
Comme E est de type denombrable, il existe une base d'ouverts hyper
prereguliers. D'autre part, Ill. boule unite n'est pas prereguliere, puisque
les seuls points extremaux sont les fonctions +1 et - 1.
Mentionnons encore quelques resultats de oontinuite a Ill. frontiers.
PROPoSITION 6.10. Soient U E~ n rc preregulier, I: bU ~ B continue
et pEd, p<l.
1. Si I est majores par une fonction continue affine, alors HJ' est continue
dans U, HJ' E 8(U) et BJ' =1 dans bU.
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2. Supposons que U soit hyper preregulier. Alors HI' est continue dans
- u uU, HI E t!(U) et HI =1 dans so.
1: Cela resulte des lemmes 5.2 et 6.1 et du theorems 4.5.4.
2: Soit z E bU et soit V Ea111e tel que I<M E'8 dans bU ('j V. On
suppose dim (E) > 1. Choisissons une fonction qEd telle que q(x) = 1,
q< 1 dans U et q<O dans U\ V. Comme ohaque point Z E U ('j q-l«O, 00)
est combinaison convexe de deux points de bU {'j V, on a Hl'(z)<M.
On en deduit que HI' est continue dans U u {x} (theor. 4.5.4 et cor. 2.5). 0
7. PRINOIPES DU MINIMUM
a1 designe une sous-base fixe de a1e• On a un principe du minimum
evident:
PROPOSITION 7.1. Soient U E <ft, 'U E <ft(U) et v E£'.(U). Alors:
(MP1) B Ea1, Be u, 'U>V dans bB => 'U>V dans B.
Ce principe du minimum est lie a un principe de maximalite (comparer
Feyel et de La Pradelle [1974]):
PROPOSITION 7.2. Soit!F J Cf/ un prefaisceau de fonctions numeriques,
s.c.i, et > -00, tels qu'on ait la propriete (MP1) pour tout U E Cf/, U E!F(U)
et vEd. Alors !F=Cf/.
En effet, soient U E !F(U) et B Ea1, Be U. On a u> sup {vEd: V<U
dans bB}=H~ (lemme 4.2.2). 0
On a des resultate plus forts, en utilisant des conditions supplementaires :
PROPOSITION 7.3. Supposons que U E Cf/ verifie la condition suivante :
quel que soit le voisinage W de bU, il existe B E a1 tel que B C U et
U C W u B . Alors,
(MP2) U E <ft(U), v E £'.(U), -oo<u>v <00 dans bU => u>v dans U.
En vertu du cor. 5.7.1 ilsuffit a oonsiderer Ie cas ou v=o. Soient x E U
et e>O. II existe un voisinage W de bU tel que x ¢ W et u+e>O dans
W ('j U, dono u +e;»0 dans bB pour un ensemble B E a1 oonvenable. On
en deduit e+u(x»H!:+.(x»Hf(x)=o. Comme x et e sont arbitraires,
on a u>O dans U. 0
La condition de cette proposition entraine U E fJl.e. Elle est satisfaite
si E est normal et U Ea1e=a1.
THEOREME 7.4. Supposons que E soit de dimension finie. Soit U E Cf/
et soit £'. le faisceau des fonctions s.c.i., > -00, engendre par <ft. Alors
(MP3) UE'*'.(U), u> 0 dans bU, K E.1f", u>O dans U\K =>U>O dansK.
II existe un recouvrement (U..)..«t C Cf/ de U, tel que U = U U.. et
U E Cf/(U..) pour tout lX. Designons par !»(U) l'ensemble des fonctions
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V E JIl*(U), telles que v E i1JI(Uo:) pour tout IX. Raisonnons par I'absurde,
en supposant u ~ O. Comme u est s.o.i., elle atteint sa borne inferrieure
m<O dans un point de K () U. Soit u' la fonction u-m. On a u' E £&(U)
(cor. 5.7.1), l'ensemble A={XEU:U'(X)=O} est compact et non-vide et
u' > 0 dans U\A.
Soit maintenant S l'ensemble des couples (B, v), OU B est un sous-
ensemble compact et non-vide de A et v un element de £&(U) tel que
v=O dans B, v>O dans U\B et v;;;.u. Munissons 6 de la relation d'ordre
definie par (B, v).;;;(0, w) si B:> 0 et w;;;.v. 6 est un ensemble ordonne
inductif. En effet, si H est une partie totalement ordonnee de S, I'ensemble
00 = () {B: (B, v) E H} est une partie compacte et non-vide de A, et la
fonction Wo= sup {v: (B, v) E H} est un element de £&(U) (prop. 5.10.2)
tel que wo=O dans 0 0 , wo>O dans U\Oo. II est clair que (00 , wo) est un
majorant de H.
D'apres Ie theoreme de Zorn, S possede un element maximal (0, w).
Comme w.;;;2w E 2)(U), on a w=oo dans U\O. Montrons que 0 est un
ensemble reduit a un seul element. En effet, soit p Ed une fonction
affine, separant deux points distincts de O. En posant IX = inf {P(x): x E O}
et p' =p-IX+W, l'ensemble D= {x E 0: p'(x)=O} est une partie compacte
non-vide de 0, p' E2)(U) (cor. 5.7.1), p'=O dans D, p'>O dans U\D et
P';;;.w. Ceci contredit la maximalite de (0, w) et etablit l'assertion 0= {x}
pour un point x EA.
Enfin, choisissant V E flj et IX E I, de sorte que x EVe V C UIX, on
aboutit a I'absurdite O=w(x):>H::'(x) =H:'(x) = 00. 0
(MP3) est Ie prinoipe du minimum usuel de la theorie olassique. Nous
ne savona pas si ce resultat reste valable dans-par exemple-un espace
hilbertien.
COROLLAIRE 7.5. Si E est de dimension finie et si les ensembles de
flj sont bornes, alors i1JI est un faisceau.
En effet, soient U E i1JI, u E JIl*(U) et B E flj, Jj C U. D'apres la prop. 4.8
il suffit a demontrer que u:>H: pour toute minorante continue et borneo
inferieurement g de u dans aB. Or, comme u-H: E JIl*(B) (cor. 5.7.1)
etu-H:;;;.u-(H:r cela resulte des theoremes 4.5.4 et 7.4. 0
PROPOSITION 7.6.
(MP4) u E flj/J' V E JIl*(U), v,0 dans aU ==>v,O dans U.
En effet, d'apres le corollaire 5.7.2, Ia fonction u= 1u sup (u, 0)+ lCuO
est hypoharmonique dans E. Par suite, u.;;;u,H~=Odans U (theor. 5.6).
o
Reciproquement:
PROPOSITION 7.7. Supposons que E soit normal et flj C fljpr. Soit
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<§ :::l .Yt'* un prefaisceau de fonctions numeriques, s.c .s. et < 00, verifiant
le principe
(MP5) U Ef4, [: bU -+:a. continue bomee, v E <§(U), B Ef4e• Be u,
H? :;;;. v dans oB => HY :;;;. v dans B.
Alors <§ =.Yt'*.
Remarquons d'abord que, d'apres le theor. 5.6, .Yt'* verifie Ie principe
(MP5). Soit maintenant v E <§(V), V E dIt. II suffit a verifier qu'on ait
v .:::.H: pour tout B Ef4, Be V', V' e V, v etant bornee superieurement,
dans V'. II existe une famille (f"')"'El de fonctions continues et bornees,
filtrante a gauche, telle que !",(z»v(z) pour tout z E oB et telle que
V= inf",!", dans V'. Soient y E B Ef4, Jj e V · ct IX E I. II existe un voisinage
W", de bB tel que y ¢ W", et tel que H1,.:;;;.v dans W", (prop. 6.10.1). Comme
E est normal, il existe un ouvert 0 Ef4e tel que 0 e B et Be W'" U O.
D'apres (MP5) on a H1,.:;;;.v sur 0, H1,.(y):;;;.v(y) et, yetant arbitraire,
Ht:;;;.v dans B. D'apres Ie theor. 4.6 on a H:= inf Ht:;;;.v dans B. 0
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